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Διαφορικές εξισώσεις  Βernoulli – Ricatti 

 Διαφορική εξίσωση του Bernoulli 

 Η διαφορική εξίσωση 

    αy f x y g x y ,  α       (2.5) 

ονομάζεται  διαφορική εξίσωση του Bernoulli . 

 όταν α 0 τότε παίρνει τη μορφή    y f x y g x    γραμμική και μη 

ομογενής ΔΕ 
 όταν α 1 τότε παίρνει τη μορφή    y f x g x y 0      γραμμική και 

ομογενής ΔΕ 
 
Μεθοδολογία επίλυσης  
 

Αν  α 0,1   χρησιμοποιούμε τον μετασχηματισμό  

i. 1 αu y    

ii. Παραγωγίζουμε :   αu 1 α y y     

iii. Λύνουμε ως προς y  : 
  α

u
y

1 α y





  

Και αντικαθιστούμε στην αρχική ώστε να προκύψει μία γνωστή ΔΕ , οπότε  
εφαρμόζουμε αυτά που γνωρίζουμε έως τώρα για την επίλυση μιας 
γραμμικής διαφορικής εξίσωσης μέσω ολοκληρωτικού παράγοντα όπως 
φαίνεται στο επόμενο παράδειγμα  . 

 
Παράδειγμα 2.17    Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  
 

3y 5y 5xy     

 
Λύση   
 

Η ΔΕ 3y 5y 5xy    είναι μία διαφορική εξίσωση Bernoulli με f(x) 5   , 

g(x) 5x   και α 3 . 

Οπότε εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό 
α 3

1 α1 α 2u y u(x) y(x) u(x) y (x)
         με  3u (x) 2y (x)y x    ή σε πιο απλή 

μορφή 3

3

u
u 2y y y

2y





     


 . Οπότε αντικαθιστώντας στην 3y 5y 5xy     

έχουμε : 
 32y

3

3

u
5y 5xy u 10u 10x

2y

 




     


  . Συνεχίζοντας εφαρμόζουμε 

μέθοδο ολοκληρωτικού παράγοντα και παίρνουμε    10dx 10xP x e e  . Άρα 
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 
10xe

10x 10x 10x 10x 10xu 10u 10x e u 10e u 10xe ue 10xe
           , συνεπώς  

 2
10x

5x 10x 10x 10x e
ue dx 10xe dx c ue xe c

10


       και επειδή 2u y    έχουμε  

10x
2 10x 10x 2 10xe 1

y e xe c y x ce
10 10

          

 
 Διαφορική εξίσωση του Riccati 

 Η διαφορική εξίσωση 

     2y p x y q x y r x       (2.6) 

ονομάζεται  διαφορική εξίσωση του Riccati . 

 όταν p(x) 0  τότε παίρνει τη μορφή    y q x y r x    δηλαδή μία ομογενής 

γραμμική ΔΕ 
 όταν r(x) 0 τότε παίρνει τη μορφή  2y q(x)y y p x    δηλαδή μια 

διαφορική εξίσωση Bernoulli   με  α 2  
 
Μεθοδολογία επίλυσης  
 

Αν είναι γνωστή μία λύση της (2.6)  1
y x  τότε  

i. Θέτουμε      1

1
y x y x

z x
   

ii. Παραγωγίζουμε :      
 1

z x
y x y x

z x


    

iii. Αντιστρέφουμε τον μετασχηματισμό      1

1
z x

y x y x



 

Και προκύπτει γραμμική εξίσωση η οποία λύνεται ως συνήθως . 
 
Παράδειγμα 2.18   Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  
 

2y y y 2    ,  

όταν μία λύση της είναι η  1
y x 2  

Λύση   
 

Η ΔΕ 2y y y 2    είναι μία διαφορική εξίσωση Riccati με p(x) 1 , q(x) 1   και 

r(x) 2   και προφανώς μία λύση της είναι η  1
y x 2 , γιατί   22 2 2 2     

Θέτοντας    
1

y x 2
z x

   , έχουμε       2

1 z
y x 2 y

zz x

         
 
 

 (1) 
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Για 
1

y 2
z

   στην 2y y y 2     έχουμε ότι  

2

2 2

1 1 4 1 1 3 1
y 2 2 2 y 4 2 2 y

z z z z zz z

   
                   

   
(2). Άρα από 

(1),(2) έχουμε 

2 2 2 2 2

z 3 1 z 1 3 z 1 3
z 1 3z z 3z 1

z z zz z z z z

                      η οποία 

επιλύεται με την μέθοδο του ολοκληρωτικού παράγοντα :  
3dx 3xP(x) e e  , 

 
3x

3x 3x 3x 3x 3x 3x 3xe 1
e z 3ze e e z e e z c z ce

3 3
             , άρα 

αντικαθιστώντας στην    
1

y x 2
z x

   έχουμε ότι   3x

3
y x 2

1 3ce
 

 
 

 

 

 

  
1. Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις Bernoulli :  

i. 
x

y xy
y

    

[Απ: 
22 xy (x) 1 ce 

22 xy (x) 1 ce  ] 

i. 2 3(1 x )y xy y    

[Απ: 
2 2

2ux 2
u

1 x 1 x
   

 
  2 2 1 2y (x) x 1 x tan x c 1 x       ] 

i. 2 3x y 2xy y    

[Απ: 
2

4u 2
u

x x
    2 42

y (x) cx
5x

   ] 

2. Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις Ricatti όταν μία λύση είναι της μορφής 

α
y

x
 :  

i. 2 2 2x y x y xy 1 0      

[Απ: 
1

1
y (x)

x
 

z
z 1

x
     z x cx xlnx  ] 

i. 2 2y y 2x    

[Απ: 
1

2
y (x)

x
 

4z
z 1

x
     5

x c
z x

5 x
  ] 

i. 2 24y y 4x 0     

[Απ: 
1

2
y (x)

x


3z
z 1

x
      3

x c
z x

4 x
    


